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1. Introduccion

El presente trabajo tiene por objeto realizar un analisis de algunas ecuaciones de
la F sica-Matematica, y la forma de resolverlas utilizando un programa informatico,
gue nos facilitara bastante la tarea. De hecho, no sera necesario aplicar los metodos de
resolucion que conocemos; basta con introducir todos los parametros y seguir una serie
de pasos sencillos.

En estudios como Ingenier a de Telecomunicacion, donde se hace un uso muy
pragmatico de las Matematicas, resulta conveniente tener a disposicion alguna her-
ramienta para resolver problemas concretos. Lo que se describe a continuacion, es la
utilizacion de una de estas.

1.1. Ecuaciones de la F sica-Matematica

Hemos elegido tres casos de estas ecuaciones y un ejemplo de cada una de ellas,
para explicar su resolucion:

Ecuacion del calor o caso parabolico.
Ecuacion de ondas o caso hiperbolico.

Ecuacion de Laplace o caso el ptico.

En cada seccion se describe como se resuelve cada uno de los ejemplos[1] de manera
anal tica, as como su resolucion haciendo uso del ordenador.

1.2. EIl entorno de trabajo: Matlab

Matlab es un programa de calculo numerico destinado principalmente al trabajo
con matrices. De ah su nombre: Matlab, laboratorio de matrices.

Existen varios packages que permiten hacer un uso especializado del programa segun
el entorno concreto al que lo estemos destinando.

En nuestro caso, en primer lugar haremos una representacion gra ca de las solu-
ciones obtenidas anal ticamente. Sin embargo, veremos que sera mas comodo utilizar
un paquete espec co llamado Pde ToolBox, con el que podremos obtener la solucion
gra ca de los problemas comentados anteriormente, sin necesidad de hacer ningun
calculo, solo introduciendo los parametros caracter sticos de cada ecuacion tal y como
se describe a continuacion.

Para acceder al paquete Pde ToolBox, nos situaremos en la | nea de comandos de
Matlab! y tecleamos:

>> pdetool

Pulsamos Enter y se abre una ventana con un nuevo entorno gra co, con el que tra-
bajaremos a partir de ahora en las secciones 2.2, 3.2 y 4.2.

En Pde ToolBox tendremos que especi car varios aspectos de la ecuacion a resolver.
Por lo tanto tendremos que acceder a las diferentes secciones, que son:

1Suponemos al lector familiarizado con este entorno.



Draw Mode nos permitira crear la region en que se nos pide resolver el problema. Al
tratarse de una utilidad gra ca, podemos dibujar esta region de manera sencilla,
y ademas, podemos de nir formas complejas partiendo de guras elementales
| como cuadrados, circunferencias... | .

Boundary Mode divide la region que hemos creado en diferentes segmentos. Al hacer
doble click sobre cada uno de ellos introducimos las condiciones de contorno? |
que pueden ser de tipo Neumann o de tipo Dirichlet | .

PDE Mode es la seccion en que debemos especi car el tipo de ecuacion que queremos
resolver, as como las constantes y funciones que nos den en el enunciado del
problema. Las ecuaciones que vienen en Pde ToolBox son muy genericas; en cada
apartado se dira que valores concretos hay que introducir.

Mesh Mode nos permite de nir la malla en la que se obtendran soluciones del prob-
lema [ grosso modo, la resolucion que tendra la gra ca resultante (cuanto mas
na sea la malla, mejor resolucion) || .

Solve PDE es el comando que ordena resolver la ecuacion. En este menu podremos
incluir las condiciones iniciales, haciendo click en el submenu Parameters. ..

Plot Solution por ultimo, es un menu en el que podemos indicar varias opciones para
visualizar el resultado gra co. En lo que respecta al presente trabajo, podemos
poner que represente la solucion en tres dimensiones y, en el caso de la Ecuacion
del calor y la Ecuacion de ondas ademas que genere una animacion.

2En clase hemos estudiado el caso de un segmento de recta con condiciones de contorno en ambos
extremos de la misma; en Pde ToolBox tendremos que especi car dichas condiciones en dos dimen-
siones.



2. Ecuacion del calor

La ecuacion del calor, tal y como la de ne el Pde ToolBox, tiene la forma

d@@—l: div(cgradu) +au=f

El caso que hemos estudiado en clase resulta de una simpli cacion de este, con-
siderando f =0,a=0,y 2= 5 cte., de forma que nos queda:
Qulx;t) _ ,0%u(x;t)
ot @x2

donde u(x;t) es una funcion que nos indica la temperatura de la posicion X, en el
instante t.

0 lo que es lo mismo Uy =

2.1. De nicion del problema con un ejemplo

El siguiente es un ejemplo de la ecuacion del calor homogenea con condiciones de
contorno | de tipo Neumann | homogeneas y con una condicion inicial.

U= 2Uxx COn 0<x<L y t>0

Ux(0;t) =0
ux(L;t) =0
u(x;0) = (x)

1. En primer lugar aplicamos el metodo de Fourier de separacion de variables,
para lo cual suponemos que el problema tendra una solucion del estilo u(t; x) =
T ()X (X):

ug = TU(E)X (1)
Uxx = XPOOT (1)

de acuerdo con la de nicion del problema, deducimos:

TUt) _ o X"(x)
T XX

Soluciones generales del problema:

X(t) = Acos -x + B sen —x
T@)=Ce *t

Dado que la solucion es T (t)X(x), hallamos el producto de las expresiones an-
teriores, teniendo en cuenta las siguientes asignaciones: A = AC y B = BC, ya
que el producto de estas constantes no aporta informacion.

u(x;t) =e “t Acos-x+ Bsen-x



2. Hallamos imponiendo las condiciones de contorno (CCH):

Ux(0;t) =0
CCH ux(L;t) =0
ue(x;t) =e “t A-sen-x+ B-cos-x

Sustituimos en la primera condicion:
uO:t)=e * A—sen0+B—cos0 =0

Vemos que el primer sumando del parentesis se anula, porque sen0 = 0. Ademas
al tener la expresion igualada a cero, solo cabe que = 0 o bien que B = 0,
porque el factor exponencial nunca se anulara. Siendo = 0 una solucion trivial,
supongamos que B = 0.

Sustituimos ahora en la segunda condicion:
ux(L;t)=e t A—sen—L =0

En este caso tenemos que =0y A = 0 conducen a la solucion u(x;t) = 0, que
es solucion trivial, o bien no es solucion del problema. Nos interesa estudiar el
caso sen —L = 0, con el que obtendremos los autovalores de

sen-L=0 ) -L=n
los autovalores de son = - conn2N
y las autofunciones:
n
anAncosTx conn2N

por lo que cualquier expresion del estilo:

X n2 2 2 n
u(x;t)=  An,e 2 ‘cos X
n=0
es solucion del problema.
3. Imponemos la condicion inicial (CI):
X n
ux;0)= x)= A, cos TX
n=0

donde los A, son los coe cientes del desarrollo en Serie de Fourier en cos 7-x de
la funcion (x), y podemos calcularlos:

(X) cos nTx dx



2.2. Resolucion del problema, haciendo uso del Pde ToolBox

En Pde ToolBox tenemos que introducir datos concretos para obtener el resultado
gra co. De manera que daremos un valor concreto ] de ejemplo ] ala variable L = ,
alavariable =0;2yalafuncion x =cos(x) cos(3x)+0;75, quedando el enunciado
del problema:

U= 2Ux COn 0<x< y t>0
ux(0;t) =0

ug( ;) =0

u(x;0) =cos(x) cos(3x)+ 0;75

Sustituyendo estos valores en la solucion anal tica estudiada en el apartado anterior,
nos queda:

1.
(X) =cos(x) cos(3x)+0;75

2.

S 0;75 si 0

; sin=
A = 2 1 sin=1
"2 1 sin=3
-0 en cualquier otro caso

3.

u(x;t) = 0;75+e ©@%tcos(x) e 2%t cos(3x)

Para introducir los datos del problema y obtener la representacion gra ca de esta
ecuacion, debemos iniciar el Pde ToolBox y seguir los siguientes pasos:

= En Draw Mode dibujamos un cuadrado alineado con los ejes coordenados del
primer cuadrante, y de dimensiones

= En Boundary Mode seleccionamos condiciones de contorno de tipo Neumann, e

inicializamos:
g=0
q=0

= En PDE > PDE Speci cation marcamos la opcion de ecuacion parabolica, ya
que la ecuacion del calor es de este tipo. Los valores de los coe cientes seran los

siguientes:
c = 0,04
a=20
f=0
d=1



Mediante Mesh Mode creamos la malla necesaria para la resolucion. Si queremos
que la de nicion de la gra ca sea mas exacta, solo tenemos que ir a Re ne Mesh.

Para resolver la ecuacion vamos a Solve > Solve Parameters y de nimos nuestra
(X) en u(t0) =cos(x) cos(3 x)+ 0;75. A continuacion, Solve PDE.

En Plot > Parameters seleccionamos Color , Height (3-D Plot) y Animation.
Finalmente, la resolucion gra ca de nuestra ecuacion nos la proporciona
Plot > Plot Solution (ver Fig. 1).

Time=0 Color: u Height: u
Time=30 Color: u Height: u
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Figura 1: Resultado gra co de la ecuacion del calor

Para comparar el resultado gra co obtenido utilizando Pde ToolBox, con el de la
solucion anal tica, vea el Apendice A.



3. Ecuacion de ondas
La ecuacion de ondas, tal y como la de ne el Pde ToolBox, tiene la forma

a®Y div(cgradu) +au =
o :
El caso que hemos estudiado en clase resulta de una simpli cacion de este, con-
siderando f =0,a=0,y 2= 5 cte., de forma que nos queda:

@%u(x;t) _ ,0%u(x;t)
0t? @x2
lo cual viene a signi car, de modo intuitivo, que la aceleracion, uy, (i.e. de una onda

que se propaga por una cuerda), es proporcional ( 2) a la concavidad o convexidad,
Uyx, de la misma.

o lo que es lo mismo Ut = Uy

3.1. De nicion del problema con un ejemplo

El siguiente es un ejemplo de la ecuacion de ondas homogenea con condiciones de
contorno | de tipo Dirichlet | homogeneas y con dos condiciones iniciales.

U = Uy CON 0<Xx < y t>0
u@;t) =0

ulL;t) =0

u(x; 0) = sen 3x

u¢(x; 0) = 12sen 6x

1. En primer lugar aplicamos el metodo de Fourier de separacion de variables,
para lo cual suponemos que el problema tendra una solucion del estilo u(t; x) =
T ()X (X):

Uit = Too(t)x(t)
Uxx = X"()T (1)

de acuerdo con la de nicion del problema, deducimos:

o) _ Xx) _
T  X(x)

Soluciones generales del problema:

T(t) =Asen t+Bcos t
X(X)=Csen x+Dcos x

2. Hallamos imponiendo las condiciones de contorno (CCH):

u@0;t) =0

CCH ulL;t) =0

u(x;t) = (Asen t+Bcos t)(Csen x+Dcos X)

9



Sustituimos en la primera condicion:
u(0;t) = (Asen t+Bcos t)(Csen 0+Dcos 0)=0

Deducimos de esta expresion que D = 0.
Sustituimos ahora en la segunda condicion:

u(L;t) = (Asen t+Bcos t)(Csen L)=0

Vemos que, al igual que en el caso de la ecuacion del calor, probar con C = 0 nos
conducir a a una solucion trivial, as que estudiaremos el caso sen L = 0 para
obtener los autovalores de

sen L=0 ) L=n
los autovalores de  son = ”T conn2N

Como ademas en la de nicion del problema ten amos L =

_n

=n conn2N
y a continuacion, la expresion de las autofunciones:

Xn = A Sen nx

por lo que cualquier expresion del estilo:

X
u(x;t) = sen nx(Ap, sen nt + By, cos nt)

n=1

es solucion del problema3.

. Imponemos las condiciones iniciales (Cl):
Primera condicion:

X
u(x;0) =sen3x = sen nx(A, sen0 + B, cos 0)
n=1
simpli camos:
X
B, sen nx = sen 3x
n=1

En este caso es facil hallar los B, sin necesidad de utilizar la formula del desarrollo
en Serie de Fourier, puesto que:

3Al igual que en el caso de la Ecuacion del calor, hemos hecho las asignaciones: A, = ChAn Y
Bn = Can
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1 sin=3

Bn=" 0§ sin&3

Para la segunda condicion necesitaremos u(X;t), por lo que derivaremos u(x; t),
respecto de t:

ue(x;t) = sennx(nA,cosnt nB,sennt)

n=1

Segunda condicion:

X
ue(x;0) = 12senbx = sennx(nA,cos0 nB,sen0)
n=1
simpli camos:
X
NnA, sennx = 12 sen 6x
n=1

Al igual que con los B, para el calculo de los A, no emplearemos la formula,
pues podemos obtener la expresion mas facilmente:

12 = 6A6 ) Ae =2
Por lo que:

2 sin==6
A, = :
0 sin&6
En este caso, las condiciones iniciales nos han permitido obtener una solucion
sencilla para expresar el resultado, dado que el numero de coe cientes A, y B
es nito:

u(x; t) = 2sen (6x) sen (6t) + sen (3x) cos (3t)

2

3.2. Resolucion del problema, haciendo uso del Pde ToolBox

En este caso, cuando trabajemos con Pde ToolBox no necesitamos dar ningun valor
a los parametros del problema, pues estos ya vienen especi cados:

U = Uyx CON 0<Xx < y t=>0
u@0;t) =0

u( ;)=0

u(x; 0) = sen (3x)

u¢(x; 0) = 12sen (6x)

11



Tomamos la solucion anal tica obtenida en el apartado anterior:
u(x; t) = 2sen (6x) sen (6t) + sen (3x) cos (3t)

Para introducir los datos del problema y obtener la representacion gra ca de esta
ecuacion, debemos iniciar el Pde ToolBox y seguir los siguientes pasos:

= En Draw Mode dibujamos un cuadrado alineado con los ejes coordenados del
primer cuadrante, y de dimensiones

= En Boundary Mode seleccionamos condiciones de contorno de tipo Dirichlet, e

inicializamos:
h=1
r=0

= En PDE > PDE Speci cation marcamos la opcion de ecuacion hiperbolica, ya
que la ecuacion de ondas es de este tipo. Los valores de los coe cientes seran los

siguientes:
c=1
a=20
d=1

= Mediante Mesh Mode creamos la malla necesaria para la resolucion. Si queremos
que la de nicion de la gra ca sea mas exacta, solo tenemos que ir a Re ne Mesh.

= Para resolver la ecuacion vamos a Solve > Solve Parameters y de nimos nuestras
condiciones iniciales:

u(td) =sin(3 x)
u’(t0) =12 sin(6 x)

A continuacion, Solve PDE.

= En Plot > Parameters seleccionamos Color , Height (3-D Plot) y Animation.
Finalmente, la resolucion gra ca de nuestra ecuacion nos la proporciona
Plot > Plot Solution (ver Fig. 2).

Para comparar el resultado gra co obtenido utilizando Pde ToolBox, con el de la
solucion anal tica, vea el Apendice B.

12






