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Formulas de oscilaciones y ondas

1. Oscilaciones

1.1. Movimiento Armonico Simple

2
Ecuacion fundamental: d_x + Ex =0| donde w= \/E
dt2 m m

1.1.1. Cinematica

Posicion: X(t) = Asen (ot + Q)

Velocidad: v(t) = chi_)t( = Aw cos (ut + a)

Aceleracion:  a(t) = % = —Aw?sen (0t + a) = —w?x(t)

1.1.2. Enerdia del M.A.S.

E=Ec+Ep= %kAQ

1.2. Estudio del M.A.S. en algunos sistemas fisicos
1.2.1. Masa sujeta a un muelle (vertical)

Supdngase una masa sujeta a un muelle vertical. La posicion de equilibrio es yg, Yy
definiremos y’ =y — y,. Entonces:
d?y’ , ok
+ —Vv + —y, =
qt my mYo g
Ademas, por la segunda Ley de Newton, sabemos que y, = ¢, de manera que:
dy’  k
+ —y' =0
dt? my
La solucion de esta ecuacion diferencial queda:

y(t) =yo+ Asen(wt+a)| donde = @/%




1.2.2. Péndulo simple

Ecuacion diferencial:

6 g,
ol + Ee =0
Solucion:
B(t) =Osen(wt+a)| donde w= %
1.2.3. Péndulo fisico
Ecuacion diferencial: ,
d’6  mgd,
Te] + L =0
Solucion:
8(t) = Osen(wt+a)| donde = mlgd
1.2.4. Circuito LC
Ecuacion diferencial: ,
d“Q 1
e el
Solucion: .
t) = Qpsen (wt+ a donde w=—

1.3. Movimiento oscilatorio amortiguado

d’x  y dx
2+ +
dt2 mdt

Ecuacion fundamental:

Kk

m

_ _ /K _ Y
X=0| donde w= =Y B_Zm

La solucion de esta ecuacion diferencial depende de la relacion entre B y wq. En los
siguientes casos, supondremos que las condiciones iniciales que conocemos son la posicion
inicial X y la velocidad inicial y,, para el calculo de las constantes arbitrarias:

1.3.1. Amortiguamiento débil: B < w,

La solucion es del tipo:

x(t) = Ae P sen (ot + o)

Constantes arbitrarias, conociendo X, y Vo:

donde = /wi— B2

Vo + BX WX
A= 07[30+X3 o = arctg (70)
Ve Vo + BXo



1.3.2. Amortiguamiento critico: B = wq

El amortiguamiento critico alcanza la posicion de equilibrio en el menor tiempo posible.

La solucion es del tipo:

X(t) = (AQ + Alt)e_ﬁt

Constantes arbitrarias, conociendo X, y Vo:

Ay =X A1 =V, + BX

1.3.3. Sobreamortiguamiento: 3 > w,

La solucion es del tipo:

X(t) = Ajem ! + Ae 2!

donde |Q,=B+/B2—w| VY

Q=B — /B —wj

Constantes arbitrarias, conociendo X, Y Vq:

A =

_ QoXo + Vv A, = QiXo + Vo
242720 T Y0 =0 Y0

Q,— O 0, -9

1.4. Movimiento oscilatorio forzado

Ecuacion fundamental:

2
@x vy ox Tk _F@

_ |k _y
& Tmdt TmX<T | donde w=y oy B=o

Para que el forzamiento sea de tipo armonico, F (t) debe tener la siguiente forma:

F(t) = Fosen (wst)

La solucion de esta ecuacion diferencial no homogénea sera la suma de una solucion
general de la homogénea mas una solucion particular de la completa:

X(t) = X (1) + X, (1)

donde x;(t) es la solucion correspondiente al tipo de amortiguamiento —debil, critico o
sobreamortiguado—, y representa el termino transitorio, y x,(t) es de la forma:

X,(t) = Asen(w;t —9)| donde A=

F(]/m

V(@3 — 037 + (2Bay)?

y representa el término estacionario.

1.4.1. Resonancia en amplitud

y o6 =arctg <w2

5 —

2Bw

!
2
Wy

Tendremos resonancia en amplitud —la amplitud sera maxima- cuando la frecuencia

de forzamiento cumpla:

WrA =1/ 0)8 —2B2

En cuyo caso la amplitud toma el siguiente valor:

FQ/m

2B\/wf — B

Amaz =

que solo se cumple cuando B <

Wo

V2

es decir, que la resonancia en amplitud solo podra darse en algunos casos de amortigua-

miento débil.

)



1.4.2. Resonancia en energia

Tendremos resonancia en energia —hay maxima transferencia de energia— cuando la

frecuencia de forzamiento cumpla:
(O = W0

En cuyo caso la velocidad sera:

Fo
= Al =
Vinaz wf|wf:wo ZmB
1.4.3. Potencia y ancho de banda
Expresiones para la potencia:
_VE2 w2
<Pamort> = Y 20 2 2 2f 2
2m? (03 — 0})? + (2Bwy)
FZw2B/m F2
<Pemt> = 2 02 2f 2 <Pe:pt>‘w =wo >
(w5 — w37)? + (2Bwy) = 2mp

Potencia media relativa:

<Peact> — 4[32(*)120
(Peat)lugmwy (05 — 0F)* + (2B0y)”

Ancho de banda: se da cuando la potencia media relativa es mayor que el 50 %. Se
definen entonces las siguientes frecuencias, que delimitan el ancho de banda:

0 =B+ /B2 o=+ /BP0l [Aw=2p

1.5. Superposicion de MM.AA.SS.
1.5.1. MM.AA.SS. de igual direccion y frecuencia

Queremos superponer X; (t) = A; sen (wt + a;) y X, (t) = Ag sen (ot + a,). El resultado
es el:
x(t) = Asen (ot + Q)

donde;:

A;sena; + A, sena
A:\/A§+A§+2A1A2cos|a1—a2| y 6:arctg( ! L re 2)

A; cosa; + A, CoS Oy
Podemos distinguir los siguientes casos interesantes:

1. , entonces hay una interferencia constructiva:

A=A +A, a=0a; =ds

2. \0(1 — 0, = &1 |, entonces hay una interferencia destructiva:

A:Al—AQ a=ao;



A=A, — A a = ds

3. |a; — oy, = £m/2|, entonces los MM.AA.SS. estan en cuadratura:

A
A=\/A2+A2 a=aqa,+arctg (A—l)

2

1.5.2. MM.AA.SS. de igual direccion distinta frecuencia

La superposicion de x;(t) = A;sen (Wit + o) y X(t) = Az sen (wot + ) en general
no es un MAS. Solo se dara el caso cuando exista una relacion de conmensurabilidad entre
sus periodos:

T = n1T1 = n2T2

donde n; y n, son los menores nUmeros enteros que satisfacen la igualdad.
También podemos estudiar el caso de las pulsaciones, que se dan cuando w; y wy son
diferentes, pero muy parecidas —supondremos A; = A, = A, por simplicidad-:

W1 — W9 a; — Qo wW; + Wy a; +dy
= + +
x(t) = 2Acos ( 5 t 5 ) sen ( 5 t 5 )

1.5.3. MM.AA.SS. de direcciones perpendiculares e igual frecuencia

La superposicion de x(t) = A, sen (wt) e y(t) = Ay sen (ot — d), donde 3 es la diferencia
de fase entre ambas sefales, depende del valor de este parametro precisamente:

1. [8 =0}, en este caso la polarizacion es lineal:
_ Al — 2 2
y = A_QX — () = /A] + Aj ) sen(wt)

2. |0 =mn/2}, en este caso la polarizacion es eliptica:

X2 2
A2 %:1
1 2

Si ademas A; = A,, la polarizacion seria circular.

3. |3 = n}, nuevamente tenemos polarizacion lineal, aunque la recta es de pendiente
negativa:
_Al

As

y= X

4. 1d = 3n/2|, en este caso la polarizacion es eliptica, pero gira el sentido de giro es
contrario:

X2 y2

_+_:1
AT A3

5. \6 = arbitrario\ Resulta una elipse, cuyos ejes no tienen por qué ser los ejes coorde-
nados:

X2 N y2  2xy

. cosd = sen?d
AZTAL T AA,




1.5.4. MM.AA.SS. de direcciones perpendiculares y frecuencias diferen-
tes

La superposicion de x(t) = A;sen(w;t+a;) e y(t) = Assen (wst + ay) en general
no es un MAS. Sblo se dara el caso cuando exista una relacion de conmensurabilidad
entre sus periodos:

T=mT; =nyTs

donde n; y ny son los menores nUmeros enteros que satisfacen la igualdad. En este
caso el MAS resultante determina una curva de Lissajous.

2. Ondas

2.1. Ecuacidon de ondas
Ecuacidon fundamental:

0’V 19%W L oy 1 0°W
F VR TE o también: |V°W¥ = 2 oe

2.2. Ondas armbnicas. Magnitudes caracteristicas

Ecuacidon de una onda armonica:

WY(x,t) = ¥Y,sen [211 (; — %)} = Yy sen (kx — wt)
donde los parametros son:
A= 2% A=VT

2.3. Ondas en dos y tres dimensiones. Frente de ondas

2.3.1. Ondas en dos dimensiones. Onda armonica plana
W(x,t) = Asen (kx — ot + @)

2.3.2. Ondas en tres dimensiones. Onda armonica esférica
Y(r,t) = ésen (kr — ot + @)

2.4. Algunos fendomenos ondulatorios

2.4.1. Ondas transversales en una cuerda

0%y T o%

-
FT e AT

donde T es la tension de la cuerda, y [ es la densidad lineal de masa.
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2.4.2. Ondas longitudinales en un fluido. Ondas sonoras

s _kos [ _
ot>  po 02 ~\ o

donde K es el coeficiente de compresibilidad adiabatico del fluido, y p, es la densidad
volUmica del mismo. K se obtiene:

dP
K=-v (—) =yP
dav /,

Si un gas ideal es adiabatico, la velocidad de propagacion viene dada por:

_JYRT
VIV ™

2.5. Energia en el movimiento ondulatorio

Densidad media de energia:

(He) = SHW?A?

N -

Flujo energgético: .
_ — XN 122
(P) = (®) = () (5 ) = SH0®A%

Intensidad de un movimiento ondulatorio I en una superficie S de un frente de ondas:

L~ (P)
S
Si conocemos la intensidad de un frente de ondas I, en un punto del espacio ry, entonces:
I, Iy Iorg
rz r? (r) r2
Intensidad de una onda sonora:
P2
| =
2p0V

Los limites de audicion para el oido humano son:
= Sonido fuerte: 1 ~ 1W/m?
= Sonido débil: 1 ~ 10~ 2W/m?2(= 1)

Con esto parametros, se define el nivel de intensidad de la onda como:

B =10log (L) =dB

lo

En esta nueva escala, los limites humanos son:

= Sonido fuerte: 1 =1, =0dB
= Sonido débil: 1 =120dB



2.6. Ondas en medios absorbentes
2.6.1. Ondas planas

Sea B el coeficiente de absorcion del medio. Entoces la intensidad viene dada por la
Ley de Lambert:

dl .
i —B1| olo queeslo mismo: |1(x) = e @0

2.6.2. Ondas esféricas

La intensidad de una onda esférica en un medio absorbente viene dada por:

I _ rilo —B(r—ro)
(r) = 79

2.7. Efecto Doppler

La expresion del efecto Doppler es la siguiente:

Vo _ Vs
V—u(v, —V,) V—u(vy—V,,)

2.8. Onda de Mach

Este fendbmeno se da cuando v, > v. Son parametros importantes el angulo de Mach
a, y el niumero de Mach M:

v v
seno = — M=
V, Vv




